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РАЗДЕЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
В СИСТЕМАХ ДВУХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 
Класс обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) второго порядка с кубической нелинейностью по пер­
вым производным 
х~ = Ki + 2L1xi + 2М1х; + Р1х'( + 2S1xix; + Q1x;2+ 
+xi (Vix~2 + 2Voxi х; + V2x;2), 
х~ = К2 + 2L2x; + 2M2xi + P2x'i + 2S2xi х; + Q2xi2+ 
+x;(V1xi2 + 2Voxi х; + V2x;2) 
{1) 
с коэффициентами Kj, Lj, Mj, Pj, Qj, Sj, Vo, Vj, j = 1,2, 
зависящими от t, х = ( х 1, х2) , за.'v!:кнут относительно произ­
вольной невырожденной за.м:ены переменных 
t=O(t,x), х1 = tp1(t,x), (2) 
Задача интегрирования системы (1) сводится к более простой, 
если в результате преобразования (2) получена система 
х~ = Р1 (l, х1) + 2q1 (l, х1)х~ + r1 (t, xi)xi2, 
х~ = pz(l, х2) + 2q2(l, х2)х; + r2(l, х2)х;2 
(3) 
38 Ю. Ю. БАГДЕРИНА 
с разделяющимися уравнениями, которые могут быть решены 
независимо друг от друга. В частном случае замены перемен­
ных, не меняющей t ( т. е. t = t, Xi = IPi ( t, х)), проблема раз­
деления уравнений в системах ОДУ второго порядка решена 
в (1]. Критерий приводимости системы к виду х~' =О получен 
в [2]. В данной работе случаи преобразования (2) с 8х =f О и 
t = fJ(t), х1 = rp1(t,x), (4) 
рассматриваются отдельно. В полученных критериях исполь­
зуются следующие относительные инварианты первого поряд­
ка системы ( 1): 
Що = Vo,xj - \rj,xk - Sj\rj + (Pj - Sk)Vo + QkVk, 
ajl = Vk,t + Q),xj - Sj,xk + Qj(Sk - Pj)+ 
+Sj(Sj - Pk) + (L1 + L2)Vk, 
aj2 = Vo,t + sj,Xj - Pj,Xk + Qi Q2 - S1S2-
-2Mj \rj + (ЗLj - Lk)Vo + 2MkVk, 
аjз = Qj,t - Mj,xk + Mj(Sj - Pk) + (Lk - Lj)Qj + KjVk, 
aj4 = Sj,t - Mj,xj + Mj(Pj - Sk) + (Lk - Lj)Sj + Kj Vo, 
ajs = Sj,t - Lj,xk - MjSk + MkQj + ~KjVo + !KkVk, 
аjб = Pk,t - Lk,xk + MjSk - MkQj + !KjVo + ~KkVk, 
ал= Mj,t - Kj,xk - (L1 + L2)Mj + KjSj + KkQj, j = 1, 2, 
а ·в - L · t - К· - L2 - М1М2 +К Р· + KkS · k - 3 - J. J - J , J,Xj j J J J' - . 
(5) 
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Теорема 1. Система двух ОДУ второго порядка (1) преоб­
разованием (4) приводите.я к виду (3) тогда и толь-ко тогда, 
когда система (1) квадратv:чна по первым nроизводны.м, т. е . 
Vi = О, i = 1, 2, 3, и выnолненъ~ условия 
ajl = О, а12 = О, a1s - а14 = О, 
aj5,xj - akб,xk + Qia23 + Q2а1з - Sjaks - Skaj4 =О, 
ал,хj - ajs,xk + Qjak7 + Sj(ajs - aks) - Pjaj1-
-Mjak6 + Ljaj4 - Lkajs + Mkajз =О, 
ajз,xj - aj4,xk + Qj(aks - аkв) + (2Sj - Pk)aj4-
-Sjajб + (Sk - Pj)ajз =О, 
Cj2 - Cjl = 0, 
cj4 - 2Mkcjв + 2(Lk - L1 )сл + 2MJc1s =О, j = 1, 2, 
Cj5 + 2MjCk7 + 2(Lk - L1)ckв - 2Mkcj9 =О, k = 3 - j, 
rankA = 1. 
Если для какого-л:ибо l = 1, . . . , 20 стро-ка (А11, А12, А1з) от­
лична от нулевой, то Af 2 - 4А11 А1з f. О . 
Элементы 20 х 3-матрицы А равны 
All = a1s, Ai2 = а24 - а2в , А~з = -а2з, 
А21 = а1з, А22 = а1в - а14, А2з = -а25, 
Аз1 =ан, Аз2 = а2в - a1s , Азз = -az7 , 
А41 = С11 , А42 = с22 - с2з , А4з = -с20, 
As1 = с10, As2 = с1з - с12, Аsз = -с21 , 
Ai+5,1 = (Ail)t - 2L1Ai1 - M1Ai2 , 
Ai+s,2 = (Ai2)t - 2M2Ail - (L1 + L2)A2 - 2М1Аiз , 
Ai+s,з = (Aiэ)t - M2Ai2 - 2L2Aiз, 
Ai+10,1 = (Ан)х1 - 2P1Ai1 - S1Ai2, 
Ai+10,2 = (Ai2)x1 - 2Q2Ail - (Р1 + S2)Ai2 - 281Аiз, 
Аi+10,э = (Аiз)х1 - Q2Ai2 - 2S2Ai3, 
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Ai+1s,1 = (Ai1)x 2 - 2S1Ai1 - QiAi2, 
Ai+1s,2 = (Ai2)x2 - 2S2Ai1 - (81 + P2)Ai2 - 2Q1Aiз, 
Ai+1s,з = (Аiз)х2 - S2Ai2 - 2Р2Аiз, 
где i = 1, .. . , 5 и используются обозначения 
Cjo = ajЗ,t - 3aj7,xk + 3Qj(akв - аjв) + 3(Sj - Pk)aj7-
-Mj(aj4 + а;б) - (L1 + L2)а;з, 
с;1 = a;4,t - 3ал,х; + ЗS;(аkв - а;в) + З(Р; - Sk)aj7+ 
+М;(аkб - aks) + (Lk - ЗLj)a;4 - 2Мkа;з , 
Cj2 = ajs,t - За;в,хk + 3Qjak7 - 3Skaj7 - M;(ak4 + 2akб)­
-2Lkaj5 + Мkа;з, 
Сjз = G.jб , t - Заkв,хk - 3Qjak7 + 3Skaj7 - Mjaks-
-2Lkaj6 - Мkа;з, 
Cj4 = CjO,x; - Cj2,Xk + Q;(сн - Сkз) + (2Sj - Pk)Cj2+ 
+(Sk - Р;)с;о - Sjcjз, 
Cj5 = СjЗ,х; - Ck1,x" - Q;ckO - QkCjO + SjCkl + SkCj2 , 
Сjб = а;з,хk + Qj(2a;4 - аjб) + (2Pk - Sj)a;з, 
Cj7 = a;4,xk + Q;(ak6 - aks) + Pka;4 + Skajз , 
с;в = a;s,x; + Sj(akб - ak4) + Skajs + Qka;з , 
Cj9 = аjб,х" + 2Qjak5 + Pkaj6 - Skajз, j = 1, 2, k = 3 - j. 
Теорема 2. Система двух ОДУ второго nор11дка (1) преоб­
разованием (2) с Ох 1 -:/:- О nриводитс11 к виду (3) тогда и толь­
ко тогда, когда совместна система алгебраи-ческих ·и диффе­
ренциалънwх уравнений относительно Т( t, х), У ( t, х), кото­




Ф1v =О, Фi =О, i = 1, . . . , 6, 
ТТх1 - Tt + >ю = О , УТх1 - Тх2 + Л1 = О, 
ТУх1 - yt + Л1 = О, УУх1 - Ух2 + Л2 = о, 
а также возникают из условий 
rankA = 1. 
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Если для. какого-либо l = 1, ... , 9 строка (А11, А12, А1з) от­
лu'Чна от нулевой, то А?2 - 4А11А1з =f:. О . 
Элементы 9 х 3-матрицы А равны 
Аз1 = а21, Аз2 = а26 + a2s - 2а24 - а21Т + 2а23У, 
Азз = -а12 + 2а10Т + а21 У, 
Анз,1 = DtAi1+2(Л1v + 2Тх1 )~1 - ЛоvА2, 
Анз,2 = DtAi2 - 2(Л1т + Ух1 )А1 +(Лот+ Л1v + 5TxJAi2-
-2ЛovAiз, 
А+з,з = DtAiз - (.А1т + Yx 1 )Ai2 + 2(Лот + ЗТх 1 )Аiз, 
Анб,1 = Dх2Ан + 2(Л2v + ЗУх1 )Ан - (Л1v + Tx 1 )Ai2, 
Анб,2 = Dx2 Ai2 - 2Л2тАi1 + (Л1т + Л2у + 5Yx1 )Ai2-
-2(Л1v + Тх1 )Аiз, 
i = 1, 2, 3, 
где Dt = дt-Тдх1 +Лодт+Л1дv, Dx2 = дх2 -Удх1 +Л1дт+Л2дv, 
и используются обозначения 
Ло = -К1+2L1T - Р1Т2 + V1T3 + (-К2 + 2М2Т- Q2T2)Y, 
Л1 = -М1 + S1T + (L1 - L2)Y - VoT2 + (S2 - Р1)ТУ + 
+М2У2 + V1T2Y - Q2TY2, 
Л2 = -Q1 + (251 - Р2)У + (2S2 - Р1)У2 - Q2Y3+ 
+(V2 - 2VoY + V1Y2)T, 
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Ф1 = а1з - а11Т + (а1в- а15- а14)У - а2оТ2 + (а12 + а22)ТУ + 
+(а2в - a2s - az4)Y2 - а10Т2У - az1TY2 + а2зУ3 , 
Ф2 = а11 + (а14 - 2a1s)T + (a2s - а1в)У + а12Т2 - az1Y2+ 
+(а2в + a2s - 2а24)ТУ - а10Т3 - az1T2Y + а2зТУ2 , 
Фз = Dt(Ф1тУ+ Ф2тт) + Dх2 (Ф1уу+ Ф2:l'У) + D(Ф1у+ Ф2Т), 
Ф4 = Л2ТФ2уу + (2Тх 1 + Л1у)Ф2тт - (2Ух1 + Л1т)Ф1уу­
-ЛоуФ1тт - DtФiтY + D.т.2 Ф2ТУ + D(Ф2т - Ф1у ), 
Фs = (2Ух 1 + Л2у- Л1т)Ф2тт- 2Л2тФ2ТУ+ 2(2Ух1 + Л1т)Ф1тУ+ 
+(2Тх1 +Лот - Л1у )Ф1тт + DtФ1тт - Dх2 Ф2тт + 2DФ1т , 
Фв = (2Ух 1 + Л2у- Л1т)Ф2уу- 2ЛоуФ1ТУ+ 2(2Тх1 + Л1у)Ф2ТУ+ 
+(2Тх1 +Лот - Л1у)Ф1УУ - DtФ1YY + Dх2 Ф2уу + 2DФ2у, 
при этом оператор D = дх1 действует на коэффициенты при 
степенях Т, У, но не на Т, У. 
В качестве примера рассмотрим систему 
х~ = Р1(х)х~2 + 2Si(x)x~x; + Qi(x)x;2 , 
х~ = Р2(х)х;2 + 2S2(x)x~x; + Q2(x)x~2 . (6) 
Для нее все инварианты (5) обращаются в нуль, за исключени­
ем ан, а12, а21, а22 . Инварианты второго порядка системы (6) 
равны 
Ьjо = aj1 ,xk + QJ(a12 + а22) + 2Pkaj1, 
bjl = aj1 ,x1 + Sj(a12 + а22) + 2Skaj1, 
Ьj2 = Uj2,xk + Qjakl + (Sj + Pk)aj2 + Skaj1 , j = 1, 2, 
Ьjз = ak2,xk + Qjak1 + (S1 + Pk)ak2 + Skaj1 , k = 3 - j. 
Известно , что в любой системе (6) отделяется уравнение 
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относительно одной из функций Xj, j = 1, 2, если в качестве 
независимой переменной t выбрать другую функцию Хз-j. 
В системе (6) в результате преобразования (4) уравнение 
отделяется тогда и только тогда, когда ее относительные инва­
рианты первого и второго порядка удовлетворяют условию 
rank а11 а12 Ь10 Ь11 Ь12 Ь2з 
а22 а21 Ь1з Ь22 Ь21 Ь20 
= 1. 
Уравнения системы (6) полностью разделяются в результа­
те преобразования вида ( 4) тогда и только тогда, когда а11 = О, 
а12 = О, а21 = О, а22 = О . В этом случае система ( 6) эквива­
лентна уравнениям х~ = о' х~ = о. 
Система (6) приводится к виду (3) преобразованием (2) 
с Вх1 f= О, если при j = 1 или j = 2 выполнены условия 
ajl f= О и 
J1 = О, ajl Ьз-j,2 - аз-j,2 Ьj1 = О, ajl Ьjз - аз-j,2 Ьjо = О . 
Система (6) линеаризуется преобразованием (2) (во не 
к простейшему виду х~ = о' х~ = о) при условии 
Jo =О, J1 =О, Ьjl = Ьj2, Щ1 Ьз-j,2 - аз-j,2 Ьjl =О, j = 1, 2. 
Здесь Jo = а12 - а22, J1 = ана21 - а12а22. 
Уравнения геодезических в пространстве с метрикой, зг \а­
ваемой симметрической матрицей 9ij(x) (д = detll9ij(x)JI # J) , 
f7) 
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(здесь j" означает дифференцирование по Xj) содержатся в се­
мействе (6) . Их ненулевые инваранты (5) совпадают с компо­
нентами тензора кривизны и имеют вид 
ан = R~21 = 922 р(х), 
а21 = R~12 = 911 р(х), 
с функцией 
а12 = Ri21 = 912 р(х), 
а22 = R~12 = 912 р(х) 
р(х) = ~д-1 [911,22 + 922,11 - 2912,12] + ~д-2 [912(911,2922 ,1-
- 911,1922,2 + 2912,1922,1 + 2912,2911,2 - 4912,1912,2)+ 
+ 911(922,2(2912,1 - 911,2) - 9~2,1)+ 
+ 922(911,1 (2912,2 - 922,1) - 9~1.2)]. 
Случай р = О соответствует пространству, геодезические ко­
торого в подходящих координатах являются прямыми линия­
ми . Если р # О, то уравнения (7) относятся к системам (6) 
с Jo = О, J1 # О, для которых невозможны ни линеаризация, 
ни полное разделение уравнений системы. 
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ 
ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНЫХ ЦЕПОЧЕК, 
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ПО ДАРБУ 
В работе рассматриваются полудискретные цепочки вида 
d d 
dxu(n+l,x)= dxu(n,x)+f(u(n,x),u(n+l,x)), nEZ. (1) 
Используются обозначения Un = и(п,х), Un+k = и(п + k,x), 
D - оператор сдвига по п, т. е. Dh(n,x) = h(n + 1,х), 
и Dx - оператор полной производной по х, т. е. Dxh( п, х) = 
= (d/dx)h(n, х) . Пусть функции I и F зависят от х и конеч­
ного числа переменных Un, Un+1, ... , Un+k и их производных 
по х. 
Определение. Функция I н.азиваетсл п -интегралом 
цеnо-чки (1), если DI 1. Функи,ия F називается 
х-интегралом цепочки (1), если DxF =О. 
Можно показать, что п-интеграл I является функци­
ей переменных х , Un и производных функции Un по х , 
а х-интеграл F не зависит от производных по х переменных 
Un, Un+l 1 • • ·, Un+k · 
